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1. MOTIVATION

Modélisation de la circulation atmosphérique: équations primitives
( 8tuh +u- Vllh + rotR X u; — —Vhp,

Opw +u - Vw + 410 = —0.p,
L 0+u-Vo=0.

7\

Propriétés:

- Résulte d'approximations successives des équations d'Euler strat-
ifiées en rotation.

- Tous ces modeles (dans le cas conservatif) admettent une for-
mulation Hamiltonienne (i.e. crochet de Poisson) et formulation
Lagrangienne (i.e. principes variationels)

- L'approximation peut étre faite au niveau du Lagrangien.

- Contexte climatique: on souhaite comportement global satis-
faisant sur un temps long et non nécessairement une grande précision
locale.

But: développer un intégrateur qui respecte au mieux ces pro-
priétés.
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2. Intégrateurs symplectiques
(livre: Hairer, Lubich & Wanner [2006])

2.1 Exemple

Phase spaces diagrams

9

j = —< sin qg = v
q L q7 . g .

v o= - Z sin q
Explicit Euler Implicit Euler

Qk+1 = qk + h vg Qk+1 = qk + h V41
Vk+1 =V — h %sin qk Vk+1 = Vk — h g Sin Qr+1
L
Modified Euler
{ Vk+1 = Vx — h %sinqk

Qk+1 = qQk + h V41

Only the third method captures the periodic nature of the pendulum. Why?
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2.2 Intégrateurs symplectiques

Formulation Hamiltonienne:

Soit ) |a variété de configuration du systeme.

Ex: pendule Q = S, N-particules Q = R3V, toupie Q = SO(3),
Euler incompressible Q = Diff,,;(D), Euler compressible Q = Diff(D).
Espace des vitesses: fibré tangent TQ = U cQTyQ 2 (¢, q D}

Espace de phase: fibré cotangent T*Q 1= U,cqT;Q > (¢*, psi);

T*() est muni d'une forme symplectique canonique Qcan = dq' Adp;.
Soit H : T*Q — R, H = H(¢%, p;) "'Hamiltonien du systeme. Les
Equations de Hamilton sont

- — OH
= T
s — _OH
| oq
En général: Forme symplectique w sur une variété M: 2-forme
fermée, non-dégénérée : TM — T*M, u — iyw = w(u,_) est un

iIsomorphisme. Les équations de Hamilton associées a H : M — R
sont

%c(t) = Xp(c(t)) ol ix,w=dH.

Francois gay-Balmaz, Jussieu, Mars 2011



Définition: f: M — M est une application symplectique si ffw = w.
Propriété: Le flot des équations de Hamilton est une application
symplectique.

Ex: cas M =T*Q, w = Qcan:

(do,Po) € T"Q — ®¢(do, po) = (q(t),p(t)) € T7Q
est symplectique.

Déefinition: Un intégrateur (qg41,Pr+1) = Pr(ax, Pr) est symplec-
tique si ®;, est une application symplectique.

Proprietés: Excellent comportement global: pas de dissipation
d'énergie — typiquement |'énergie oscille faiblement autour d'une
valeur de référence, avec le méme cout que les méthodes stan-
dards.

Ex. Euler modifié est un intégrateur symplectique

~» Comment construire un intégrateur symplectique?

~» Comment utiliser cette approche dans le cas de la mécanique
des fluides?

- Une approche possible: intégrateurs variationels.
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2.3 Intégrateurs variationels

Formulation Lagrangienne:

Soit L : TQ — R, L = L(q¢%¢%), le Lagrangien du systeme (énergie
cinétique - énergie potentielle).

Les Equations d'Euler-Lagrange sont

Principe d’action critique:
T T (0L oL T (0L dOoL
5 [ paad= [ (sq+ Tsa)ar= [ (%= L9%) sqa
0 o \dq oq 0 \0q dtoq
pour toutes variations dq telles que §q(0) = é6q(T") = 0.

Transformation de Legendre: H(q,p) =p-q— L(q,q), p= g—é.
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Intégrateurs variationels: (Marsden& West [2001] and references)
Idée principale: Discrétiser le principe variationel et non les équations.
Lagrangien discret L;: Q x Q — R

tk—l—l . N—1 .
Lg(dg, 9g+1) 2/7: L(q,q)dt > Ly(dg, dk+1) Z/L(q, q)dt
k k=0

N-1 N-1

0 Y La(ag, dr+1) = ) [DlLd(Qkan—I—l)(SQk‘|‘D2Ld(Qk7Qk—|—1)5Qk—|—l}
k=0 k=0
N-1

= > [DlLd(Qka dg+1)0dk + DoLg(dg—1; Qk)] 0qy
k=0

Equations d'Euler-Lagrange discretes:

D1 Ly(qg, dx+1)0dx + DoLg(ax_1,49x) = O.

Propriété: C'est un intégrateur symplectique.
~» quels sont les principes variationels associés aux équations de la
mécanique des fluides?
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Vue géneérale .

| Formulation variationnelle » | Formulation variationnelle |

Le'lgrangi.enne des fluides Discrétisation spatiale Lagrangienne sur un
geophysiques. 1) Du domaine en un groupe de matrices

Principe de moindre action [yElllERE Principe de moindre

standard 2) De I'espace de action standard
Espace de configuration: configuration

groupe des enun
transformations qui orthogonales stochastiques ~ Passage

préservent le volume Lagrangien -> Eulerien

Passage

. . Formulation Eulerienne sur
Lagrangien -> Eulerien

un espace de matrices ->
Formulation variationnelle Equations discrétisées
Eulerienne des fluides spatialement
géophysiques ->

Equations du mouvement Discrétisation

Principe de moindre temporelle

action non-standard . .
Schémas numériques
12/16/10 symplectiques
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3. Principes variationels en hydrodynamique
3.1 Euler incompressible

(D, g) variété Riemannienne compacte avec bord C*°, u forme vol-
ume.

du+ Vau=—Vp, divu=0, ulldD, ¢t X)=u(t, ot X))

Arnold [1966]: u(t) est une solution des équations d'Euler si et
seulement si son flot ¢(t) est une géodésique sur le groupe Diff,,,;(D)
des difféeEomorphismes de D qui préservent le volume (¢p*u = p), par
rapport a la métrigue Riemannienne

Up, Vi) = [ 9(o(X)) (Up(X), V(X)) (X)), g, Vi € Ty Diff (D)

~» Le Lagrangien est L : T Diff,,;(D) — R,

L(e,$) = 5 [ 1$COIPa(X)

~ Le principe variationel est

T
5/0 Lo, @)dt =0, V 6o tels que 6o(0) = 5o(T) = 0

Francois gay-Balmaz, Jussieu, Mars 2011
10



Remarques:

— C’est une approche formelle (pas de calcul différentiel rigoureux
sur les variétés de dimension infinie, pas de résultat d'existence de
solutions).

— Pour |'approche analytique: voir Ebin&Marsden 1970: groupe
Difffml(l)), des difféeomorphismes de classe Sobolev H®, s > dim M /2+
1 — Variété Hilbertiennes — résultat d’existence et d'unicité locale
des solutions H®, s >dimM/2 + 1.

Principe Variationel en représentation Eulerienne:
L est Diff,,;(D) invariant:

L(poy,potp) = L(p,¢), V ¢ € Diffy5(D)

donc expressible en termes de u = ¢ o o~ 1:

Lo, = [ 16COPR) = - [ [lu@)]Pu() = ow)
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Quel est le principe d’action critique en termes de 4(u)7?
Calcul de la variation de u= ¢ o 1

ou = 5(gbogp_1) = 5gbog0_1 —ngngo_l o5googp_1

= 3(5pop )+ V(pop ) - (pop ™) = V(pop - (dpop™)
=ov+u-Vv—-—v-Vu=0ov+ [u,v].

Donc

T
Bt Van = —Vp 5/0 ¢(u)dt = 0
ou=0ov—~+ [u,v], v(0) =v(T)=0
C'est un cas particulier d'un théoreme de réduction Lagrangienne
par un groupe de symmeétrie. Idée de base:

Soit L : TQ) — R un Lagrangien.

Soit G x Q — @ une action d’'un groupe sur @

Soit G xTQ — TQ l'action induite sur T'Q

G est un groupe de symmétrie si L : TQQ — R est G-invariant
~» quantités conservées (Théoreme de Noether)

~ réduire les dimensions du systeme
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3.2 Reéduction de Euler-Poincaré (livre Marsden & Ratiu
[1999]) G groupe de Lie, g son algébre de Lie.

Théoreme: Soit L : TG — R un Lagrangian G-invariant: L(vgh) =
L(vg), pour tous h € G.

Soit £: g — R le Lagrangian réduit: £(¢) = £(vgg™ 1) = L(vg).

Soit g(t) € G une courbe et soit £(t) = ¢(t)g(t)~1 € g.

Alors on a les équivalences suivantes:

(1) g(t) est solution des équations d'Euler-Lagrange pour L;

(2) g(t) est un point critique pour le principe variationel standard

T
5 | L(g(0),§(0)dt =0, 39(0) = 39(T) = 0;
(3) £(t) est solution des équations d'Euler-Poincaré

d 64 Y4
dt 8¢ 5S¢
(4) £(t) est critique pour le principe variationel avec contraintes

5[ de@)d =0, 5&=om+ €, n(0)=n(T)=0.
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Exemples d’application du théoreme:
(1) Toupie rigide: G = SO(3) > A, Lagrangien

: 1 .
L(AA) = 5/23p(X)||AX||20l3X SO(3) — invariant
g=s50(3) R350Q=A"14, ¢(Q) =3IQ- Q. Euler-Poincaré:
I = 12 x Q.
(2) Euler incompressible: G = Diff,,; (D), Lagrangien

. 1 . . . .
Lip.¢) == [ [$CO|2u(X)  Diffyq(D) — invariant
g=2%4i,(D)>u=¢op ! f(u) = %f@ |u||?w. Euler-Poincaré:

oiu + Vyu = —Vp.
(3) Euler incompressible tournant: G = Diff,,;(D)

1
é(u)z/@<§||u||2—|—R-u> u, rotR =20, divR =0

ou+u-Vu—+4 20 x u= —Vp.
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Exemples qui nécessitent une tlhe’orie plus générale:
(1) Toupie pesante: Les(A,A) = 5/3/)()()||AX||2d3X — Mgles - Ax

L n'est pas SO(3)-invariant sous A— BA
L est SO(3)-invariant sous (A,e3) — (BA, Be3)
~» variables Euleriennes: Q = A" 1A et I' = A les.

M = total mass
g = gravitational
acceleration

Q = body angular
velocity of top
| = distance from fixed
point to center of mass

Marsden& Ratiu [1999] 1
(2) Equations de Boussinesq: Ly, (v, ¥) = 5/@ ||gb||2u—/Dbo(X)zu

L n'est pas invariant sous ¢ +— @ oY
L est invariant sous (¢, bg) — (p o, bgo ).
~» variables Euleriennes: u= poop ! et b=1bgoe L.

1
~» Lagrangien réduit: 4(u,b) = 5/@ ||u||2dV—/Dbde.

Situation similaire pour modele de St-Venant, les équations prim-
itives, MHD,... ~ théorie abstraite (Holm, Marsden & Ratiu

[1998])
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3.3 Réduction de Euler-Poincaré avec advection

Théoreme: (Holm, Marsden, Ratiu [1998])

Soit G 3 g un groupe de Lie agissant sur un espace vectoriel V et son dual V* 3 a:

a €V —ageV”.

Soit Ly, : TG — R un Lagrangian dépendant d'un parametre ag € V* et tel que:
L(vgh,aoh) = L(vg4,a0), pour tout he G

Soit £:gx V* — R le Lagrangian réduit: £(¢,a) = £(vgg~t,a097 1) = L(vy, a0).

Soit g(t) € G une courbe et soit £(t) = g(t)g(t)~t € g et a(t) = agg(t)~1 € V*.

Alors on a les équivalences suivantes:
(1) g(t) est solution des équations d'Euler-Lagrange pour L,;
(2) g(t) est un point critique pour le principe variationel standard

T
5 /O Lo, (9(t), §(1))dt = 0, 6g(0) = 6¢(T) = O;

(3) &(t) est solution des équations d'Euler-Poincaré avec parametre

d o¢ Lol of : - :
&%:—adgg-l—%oa, a+a§ =0, ol (voa,&),=—(agv)y;

(4) £(t) est critique pour le principe variationel avec contraintes

T
5 /O (), a(®)dt =0, 66 =dm+[n¢, da=—an, n(0)=n(T)=0.
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Exemples d’application du théoreme:
(1) Toupie pesante: G=S0O(3)2 A, V*=R335a=T, ag = es.

1
E(Q,F)ZEIQ-Q—MQEI‘-X.
: T
{IQ:IQXQ+Mg€I‘XX<:> 5/ 0, M)dt =0
0

I=Tx 50 = o + [2,], T =T x ¢
(2) Boussinesq: G = Diff,,;(D), V*=3F(D) > a =0b, ag = bg.

1
amw=iéww—ém

T
{3tu+Vuu+bz=—Vp N 5/ ¢(u,b)dt =0
j o)
b+u-Vb=0 ou=0v+ [u,v], b= —-v-Vb
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(3) Equations primitives:

1 g
{(u,0) = /D (§Hu||2 - %92> p

( ( T
8tuh +u- Vuh + rot R x u;, — —Vhp 5/ e(u’ Q)dt —0
8tw—|—u-Vw—|—%0=—8zp = 0

. 511:875V+[U,V],
0+ u-VO=0 560 = —v - V0

7\
7\

Approximation hydrostatique

1 g
{(u,0) = /D <§||uh||2 - %%) p

( ( T
&guh-l—u-Vuh—I—rotquh:—Vhp 5/ E(u,@)dt:O
90 = — o)

| 900 = 9P <\ su=0v + [u,v],

L 6+u-Vo=0

\ 00 = —v - VO
(4) Fluides complexes: cristaux liquides (Ericksen-Leslie), super-

fluides, microfluides, nématique biaxiale, Landau-de Gennes G =
Diff(D) ©®F(D,SO(3)) FGB & Ratiu [2009], FGB & Tronci [2010].
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4. Discréetisation du groupe de diffeomor-
phismes Paviov, Mullen, Tong, Kanso, Marsden, Desbrun [2010]

4.1 Discrétisation du domaine

Domaine D (2D ou 3D)

Maillage D avec N cellules C;, i = 1,..., N de volume 2,;; = Vol(C;)
Notation: j € N(i) si C; est une cellule voisine de C;

Maillage cartésiens ou simpliciaux (non structurés)

NN 7T

Difficulté: Modele de circulation atmosphérique général ~ D =
Sphere ~» maillage non structurés (e.g. grille icosahédrique)
Solution: Intégrateurs variationels (donc symplectiques).
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4.2 Groupe de diffeomorphismes discret
Pavilov et al. [2010]

But: trouver un groupe de Lie de dimension finie qui soit une bonne
approximation du groupe

Diff,,;(D) = {n: D — D | n diffétomorphisme, n*u = u}.

Idée de base: discrétiser la représentation sur les fonctions F(D):
pour ¢ € Diff,,;(D)

Ly @ Diff (D) — Diff,,;(D), Ly(f) = fop L.

Alors: (1) (Lo(f), Lo(g))r2 = (f,9) 2
(2) Lyo(C)=C

Discrétisation de F(D): une valeur par cellule:

feF(D)~ (Fy,..., Fy) e RY

N
(fr9) 12~ Y F,G<y; = FIQG =: (F,G).
i=1

Francois gay-Balmaz, Jussieu, Mars 2011
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Diff (D)

fe3(D) Ly(f) € (D)
Discrétisationl 5. (D lDiscrétisation
FeRY Duol(®) e RN,

D,.(D) groupe de matrices avec les propriétés (1)’ et (2)/

(1) (¢-Fiq-9) = (F,G)~q'Qq=Q
N

(2) ¢g-1=1~ > ¢g;=1
j=1

Donc le groupe de diffeomorphismes discret est
Dyoi(D) = {g € GL(V) |¢'2¢ =9, ¢-1=1]}
Algebre de Lie
2,0(D) = {A € Mat(N) ‘ATQ +QA=0, A-1=0}
1

Interprétation: g — ¢ difféEomorphisme, g- F — fo ™+,
A-F— —u-Vf.
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1 . B . _ —~
Ajj ~ _EIDUU - n;; ~ contrainte ¢ N(j) = A;; =0 non-holondme!

<> L

4.3 Discrétisation spatiale des équations

Euler: Paviov et. al [2010], MHD & cristaux liquides planaires: Gawlik et al.
[2011], Boussinesq, Euler 2.5D tournant & stratifié: Desbrun, Gawlik, FGB,
Zeitlin [2011], (en préparation: Euler en rotation sur la shére, équations primi-
tives, cristaux liquides 3D)

(1) Lagrangian:(Cas des équations de Boussinesq)

1
cas continu 4(u,b :—/ 21— /b
(u,0) =7 | JulPu—g | bzu
1
cas discret 4(A,B) = 5 <Ab,A> — g (B, Z)

ol A” est tel que si Aq,A>, A3 >~ uq,up,us (et satisfont la contrainte)
alors

(AL Az) = [ g(uruo)p et (43, [42,43]) = [ g(ur, [uz,usDp
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(2) Variations: (thm d’'Euler-Poincaré avec advection)

cas continu du=9v + [u,v], b= —-v-Vb
cas discret A =0;C + [C,A], 6B= —-CB
+ contrainte i ¢ N(j) = A;; = 0 Non-holonome!

(3) Equations:
(thm d’'Euler-Poincaré (non-holonome) avec advection)
continu 5/@(11, b)dt = 0 = Hyu + Vyu + gbz = —Vp,
ob+u-Vb=20

discret 5/€(A, B)dt = 0 = (9,A° + [A°Q, A]Q —¢ (BZT)" + dP)Z_j — 0

OB — AB =0 i € N(5)
Plus explicitement:
1 T\ @
oA+ D ANyAL - Y ApAyQy; o 9 (BZ )Z_j =— (P, - P))
LEN(35) keN(7) 37
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5. Schémas numeériques

5.1 Maillage cartésien 2D

N cellules, de coOtés ¢;

Vitesses discretes utJt1/2, it1/2.: |ogées sur les cotés:
Pressions discretes P;. centrées;

Vorticités discretes Wi logées sur les sommets.

Horizontally adjacent cells

A, = _iui,j+1/2
2¢e
Vertically adjacent cells
1 . .
A — ——qitl/2
o 2¢e

Staggered grid or Arakawa C grid

Francois gay-Balmaz, Jussieu, Mars 2011
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Sur le maillage cartésien 2D, L’équation
(8tAb + [AQ, A]Q 1 —g (BZT) + dP) = 0 devient

(

1

1
8tBa—i—1/2,b—|—1/2 4+ =
2¢

\

Horizontal
i
9] '9.
A
(a,b)

1

Suutbt/2 _ = (wa,bwa,b 4+ wa,b+1wa,b—|—1) _ _*

3

8twa—|—l/2,b + l <wa,bua,b + wa—l—l,bua—l—l,b) + gBa—i—l/Q,b — _
2

]

( a+1/2,p4+1/2 Pa—1/2,b—|—1/2)

1
3

q ot lb+1/2 4ot 1/2041 g abt1/2 o at1/2b —

( a+1/2b+1/2 Pa+1/2,b—1/2>

(ua+1,b—|—1/QBa+3/2,b—i—1/2 _ @b t1/2 ga—1/2,b+1/2

vertical

—> o —>

qotl/2b+1 Bat1/2b+3/2 _ wa—|—1/2,bBa+1/2,b—1/2) —0

Y

Extension du schémas MAC (Marker and cell) Harlow Welsh [1965],

Sadourny [1974].
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5.2 Maillage icosahédrique

Construction

/AVAVAVAVAN N /iR ’%@g‘g‘@g‘%‘,\

invavavavavi W i

\REX v"""" e
NNAVATAvava?/ R
N2 G

N &
N=20 N=80 N=320 N=1280

Difficultés: triangles inégaux, points pentagonaux.

Construction de A ® est ardue... (outils mathématiques: homologie, calcul extérieur discret)

Deux cas:

-cellules voisines: | j ¢ N (i) : AZJ' = QQiihAij
f ij
-cellules 2-voisines:
k
' jEN(NG): AL+ A+ A, =-Kro,
‘ ' 1 hij kL
@ i We = 15 Z FQiAij, K, = aire(D. N Cy)
€ 1]
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On the icosahedral grid, the equation

‘ ) 1
DA + Z ApuA — Y AiAL;Q; . = PLi—F)
N (i JJ
becomes: LeN( kEN(i)
1 - = 1 + +
hijatuij + éw— (ICii_uz-,-_ -I- ’ij_Ujj_) - 2 (Isz+ui,-+ -+ ’C”+ujj+) = R — Pj
ire (Ds N Q _ fi
K:,:Ctl = aire (D N k)f}cl Wi = Z hklukl AZJ ZJ

2Q

Qi
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Exemple: Euler tournant sur la sphere:

1
Cas continu: 4(u) = /D <§||u||2 + g(R, u)) w, divR =0

R =i R

Cas discret: £(A) = %<Ab,A>+<Rb,A>, Ajj = — J 2Q,.

p— u. .
’L] QQM Z])
Les équations

oAl + ([(4° + R AQ7Y) = —dPy, i€ N(Q),

deviennent

( hz'jatuz'j + %(w_ + l/_) (fKT Uqq_ + jcj_j_ujj—)

+ _

< (w_|_ + vy ) ( iy Wiy + JCJH’UJJH) P; — Py,

| fii_wii o+ fijuig + fii, wii, =0
ou

Dy N Qkk|
hpug, v+ = hri, et X = ki
|D |5 Z |D |5 Z ol 2,
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